TD 16

APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 1. Les applications suivantes suivantes sont-elles linéaires ?
1) f:R?>— R’ définie par f(x,y) = (x+y,x—2y,0)
2) f:R?— R définie par fl,y)=2x+y,y+1)
3) f:R? — R? définie par fx,y) = (xy,yx)
4) f:RN — R3 définie par f((un)) = (ug,uy,up)
5) f:K;[X] — Kdéfiniepar  f(P)=P(2)

6) f: Mj(R) — R définie par f((ccl Z))za—kd
7) ¢ :C°(R) — C(R) dé¢finiepar  @(f) = f" —4f
8) ¢ :C”(R) — C”(R) définie par o(f) =2ff

Exercice 2. Pour tout (x,y,z) € R?, déterminer f(x,y,z) ol1 f : R> — R> est I'application définie par

f(1,0,0) =(-2,0,2)  f(0,1,0) =(0,3,0) £(0,0,1) = (—4,0,4)

Image, noyau, rang

Exercice 3. Déterminer le noyau et 'image des applications linéaires suivantes :
1) f:R?>— R?définiepar  f(x,y) = (x+y,x—y,x+Y)
2) f:R?— R définie par fx,y) =(x—y,—3x+3y)
3) f:R® = R®définiepar  f(x,,2) = (—2x+y+z,x—y,x—2y+2)
4) f:C?— C définie par flu,v) =2u+iv, (C? et C sont vus comme des C-e.v.)
5) f:K[X] — K[X] définiepar  f(P) =P’
6) f:K[X] — K[X] définiepar  f(P)=P—(X+1)P
7) ¢:C*(R) = C°(R) définiepar  @(f) = f" —4f +5f
8) f: My(R) = M,(R) définiepar  f(M)=M+M"

Exercice 4. Soit E, F, G trois K-e.v. puis f € L(E,F)etg € L(F,G).
1) Montrer que go f = 0 si et seulement si Im f C Ker g.
2) Montrer que Ker f C Ker(go f) etque Im (go f) C Img.

3) En déduire que si g o f est un isomorphisme, alors f est injective et g est surjective.

Exercice 5. On considere f I'application de |'exercice 2.
1) Déterminer une base de Ker f et de Im f.
2) Lapplication f est-elle injective ? surjective ?
3) Montrer que R? = Ker fPImf.

Exercice 6. Soit F = {(x,y, 7) € R? lx=y= z}. Existe-t-il une application f € E(]R3 ,R) de noyau F ?
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Applications linéaires

Exercice 7. On définit ¢ : CY — CN par

Q: (”n)neN = (un—H - un)neN

Montrer que ¢ est linéaire et déterminer Ker ¢ et Im ¢. Est-ce que ¢ est injective ? surjective ?

Exercice 8. Soit E un e.v. et f € L(E). Montrer les assertions suivantes :

Ker f C Ker f Ker f = Ker f> <= Ker fNIm f = {0}
Im % C Im f Imf=Imf> < Kerf+Imf=E

Projecteurs, symétries, etc.

Exercice 9. Déterminer siles applications suivantes sont des projecteurs ou des symétries, et déterminer leurs
éléments caractéristiques :

1) f:R>— R? définie par f(x,y) = (x,—2x—y)
2) f:R?— R? définie par f(x,y,2) = (x+y—2,X+y—2,x+y—2)

1
3) f:R? — R? définie par f(x,y,z) = 5(x— 2,2y, —x+2)

4) fo:R[X] — R[X] définie par f(P) = R, ol R est le reste de la division euclidienne de P par Q € R[X] fixé.

Exercice 10. Déterminer I’expression :
1) Du projecteur p € £(R?) sur F = Vect((0, 1)) parallelement 2 G = Vect((1,1)).
2) De la symétrie s € ﬁ(Rz) par rapport a F et parallelement a G (définis ci-dessus).
3) Dela symétrie s € £(RR?) par rapport a F = Vect((1,2,3)) et parallelement 2 G = Vect ((1,0,0), (1,1,0)).
4) Du projecteur p € £(R?) sur G et parallélement a F (définis ci-dessus).

Exercice 11. Soit p € L(E) etq = idg — p.
1) Montrer que p est un projecteur si et seulement si g est un projecteur.

2) On suppose que p est un projecteur. Montrer que Im p = Ker g et que Ker p = Img.
Exercice 12. Soit p, g deux projecteurs de E. Montrer que
Kerp =Kerq <= (pog=p et qop=gq)

Imp=Img <= (pog=q et gop=p)

Formes linéaires

Exercice 13. On pose E := R et f,g € E* les applications

flx,y)=x+y glx,y)=x—y
1) Montrer que (f,g) forme une base de E*.

2) Déterminer les coordonnées de p : (x,y) — xetde ¢ : (x,y) — y selonlabase (f,g).

3) Trouver une base (u,v) de E telle que (f,g) soit la base duale de (u,v).
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